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1 L’équation de Maxwell-Gauss

1.1 Enoncé

Théoreme. Soit le champ électrique E (M,t) et p(M,t) la densité volumique de charge au point M et a
Iinstant t. L’équation de Maxwell-Gauss est un des postulats de I’électromagnétisme, et indique

p(M,t)
€0

div E(M,t) =

avec €qg la permittivité diélectique du vide.

Remarque : Cette équation est la premiére des quatre équations de Maxwell que nous ver-
rons en électromagnétisme. Ces équations constituent, avec la force de Lorentz, constituent le
postulat fondamental de 'électromagnétisme. On ne peut pas les démontrer, mais elles n’ont
Jjamais été mises en défaut expérimentalement jusqu’a ce jour.

Comme vu dans le chapitre précédent, 'opérateur divergence traduit le flux local autour du point M du
champ vectoriel. Ainsi, autour d’une zone chargée positivement, par exemple sur une charge ponctuelle, le
champ électrique va diverger. On retrouve une des propriétés des lignes de champs détaillée dans le premier
chapitre.

Le champ E (M, t) décrit dans cette équation est un objet mathématique non trivial. En effet, on peut
I’écrit en coordonnées cartésiennes
E(M7 t) = Eﬂ?(wayazvt)gw + Ey(ac,y,z,t)?y + EZ(.f,y,Z,t)gz .
Pour déterminer ce champ, il faut donc déterminer entierement trois fonctions de quatre variables. L’ap-
plication de la divergence conduit a

POL0) i B0t 1) = 2,50+ 2w 0+ D21
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Ainsi, on comprend bien que cette seule équation est insuffisante pour déterminer le champ électrique dans
un cas quelconque.

1.2 Principe de Curie
1.2.1 Enoncé

Définition. On appelle éléments de symétrie d’un objet physique la ou les transformations géométriques
qui laissent cet objet invariant, c’est-a-dire qui peuvent 'amener & une parfaite correspondance avec lui
méme.

Ainsi, un cube est invariant vis-a-vis d’une symétrie par rapport a un plan passant par le milieu des
arétes (il y a trois plans de ce type), par rapport & un rotation d’angle 7/2, par rapport & un axe A passant
par les milieux de deux faces opposées (il y a trois axes de ce type), par rapport a un plan contenant deux
arétes opposées, par rapport & une symétrie de centre O (O le milieu du cube), etc...

On constate facilement que, pour les structures géométriques usuelles, un grand nombre de telles trans-
formations existent. L’ensemble des transformations laissant un objet invariant forme un groupe - au sens
mathématique du terme - qui est le groupe de symétrie de ’'objet.

Le principe de Curie énoncé en 1894 ! permet de comparer les éléments de symétrie d'un systéme (appelé
ci-dessous « cause ») aux éléments de symétrie des propriétés de ce systéme (appelé ci-dessous « effets »).

Théoreme. Le principe de Curie s’énonce de la maniere suivante :

> lorsque certaines causes produisent certains effets, les éléments de symétrie des causes doivent se
retrouver dans les éléments de symétrie des effets produits ;

> lorsque certains effets révelent une certaine dissymétrie, cette dissymétrie doit se retrouver dans les
causes qui lui ont donné naissance.

On énonce ainsi souvent le principe de Curie sous la forme suivante assez suggestive mais pas assez
précise : « un effet a au moins la symétre de sa cause ».

La réciproque n’est pas vraie, c’est-a-dire que les effets produits peuvent étre plus symétriques que les
causes. Ce principe s’applique de maniére générale, parfois de facon subtile?, dans tous les domaines de la
physique et de la chimie.

1.2.2 Application au champ électrique

Dans le cas qui nous intéresse, les « causes » sont I'existence de distributions de charge et les « consé-
—
quences » sont les champs électrique E.

Symétries : Prenons 'exemple d’une sphere constante chargée en volume, alors tout plan passant par le
centre de celle-ci est plan de symétrie de la distribution de charge. Ainsi, par le principe de Curie, cette
symétrie se retrouve dans le champ E qui, en un point M de I'espace, est symétrique par rapport a tout
plan passant par le _point M et le centre de la sphere. Or ce champ est lui positionné au point M, cela
implique donc que E appartient a chaque plan de symétrie.

L’intersection de tous ces plans de symétrie est la droite OM, portée par le vecteur unitaire de la base
sphérique €.

Propriété. Le champ E (M, t) appartient & tous les plans de symétrie de la distribution de charge passant
par M ou, de fagon équivalente, est orthogonal aux plans d’antisymétrie de la distribution de charge
passant par M.

Invariances : Pour la sphére chargée en volume précédente, toute rotation par rapport a un axe passant
par son centre laisse la distribution de charges inchangée.

Ainsi, en coordonnées cylindriques, la distribution de charges p(r, 8, p,t) = p(r)3. Par application du
principe de Curie, la norme du champ E(M,t) ne dépend donc que de la coordonnée d’espace r.

1. Pierre Curie, « Sur la symétrie dans les phénomeénes physiques, symétrie d’un champ électrique et d’un champ magné-
tique », Journal de physique théorique et appliquée, vol.3, no 1, 1894, p. 393-415 [1].

2. Un dé est symétrique. En le lancant, sa symétrie doit se retrouver dans I’apparition de chacun des faces. Celle-ci ne se
retrouve pas dans un lancer individuel, mais se retrouve au final dans ’ensemble des lancées car les six faces sont équiprobables.

3. Pour un rappel sur les coordonnées sphériques, se reporter au paragraphe 5 page 18 de ce cours.
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Remarque : Il s’agit bien de la norme et non pas du champ vectoriel. La direction de celui-
ci est en effet imposée par les symétries précédentes et le vecteur €, dépend de plusieurs
coordonnées.

Propriété. Si la distribution de charge ne dépend pas d’une coordonnée de ’espace, la norme du champ
FE ne dépend pas de cette coordonnée.

Le fait de ne pas dépendre d’une coordonnée implique une invariance de la distribution par modification
de celle-ci. Dans nos exemples, 'invariance prend la forme d’une invariance par translation rectiligne ou la
forme d’une invariance par rotation autour d’un axe.

Consé(lyences : On vient de voir que, dans le cas de la distribution constante sphérique de charge, le
champ F(M,t) s’écrit au final E(r)€,. L’étude des symétrie a permis de passer de trois fonctions inconnues
de quatre variables chacune a seulement une fonction inconnue d’une seule variable.

Méthode : Tout probleme de calcul de champ doit commencer par une étude des symétries et des
invariances des sources de champ dans le but de faire baisser le nombre d’inconnues du probléme.

1.2.3 Utilité du principe de superposition

L’ operateur divergence est un opérateur linéaire, I’équation de Maxwell Gauss est donc linéaire. Ainsi,
si un champ E1 est créé par une dlstrlbutlon p1 et si un champ E2 est créé par une distribution po, la
distribution p; + p2 induira le champ E 1+ EQ

Propriété. Soit une distribution de charge p pouvant étre décomposée comme la somme de distributions
indépendantes p;. Le principe de superposition, conséquence de la linéarité de I’équation de Maxwell-
Gauss, implique que le champ électrique rayonné par p est la somme des champs électriques rayonnés par
les p; prises séparément.

Ce principe est tres utile pour décrire des distributions n’ayant pas de symétrie ou d’invariance. En
effet, s’il est possible de décomposer cette distribution en une somme de distributions ayant des symétries
et des invariances, il suffit d’étudier les champs créés par celles-ci de facon indépendantes puis de sommer
leur contribution au champ total.

Exemple 1 : Pour étudier le champ créé par une sphére chargée positivement contenant une
cavité sphérique vide de charge. Le centre de la cavité n’est pas superposée avec le centre de la
sphére. En un point M quelconque, il n’y a aucune symétrie ou invariance de la distribution.
Toutefois, cette distribution est la somme d’une distribution sphérique de charge uniforme +p
et d’une autre distribution sphérique de charge —p. Chacune de ces distributions a un haut
degré de symétrie et peut étre étudiée séparément. Le champ total est alors la somme de ces
deux champs.

1.3 Théoréme de Gauss
1.3.1 Formule de Green-Ostrogradski

Considérons un champ vectoriel Z(M ). Nous avons vu au chapitre précédent _que le flux de ce champ
a travers les faces d’un volume infinitésimal dV au voisinage du point M est div A(M)dV.

Considérons maintenant deux points M; et My infiniment proches et leurs deux volumes infinitésimaux
partageant une face en commun. La somme des flux a travers les faces de chacun des volume est égale au
flux & travers les faces du volume commun. En effet, le flux & travers la face en commun apparait dans
chacun des flux locaux mais avec un signe différent, ces deux flux se compensent. Ce flux global est égal,
par définition, & la somme des divergences multipliée par les volumes infinitésimaux.

Cette idée est a la base du théoreme suivant dont la démonstration rigoureuse est laissée aux mathé-
maticiens.
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Théoréeme. Soit un champ vectoriel Z(M ) et V un volume fermé par une surface S. La formule de
Green-Ostrogradski (ou théoréme de la divergence) indique

ﬂ%dew@&/_%éZm@-E*.

L’intégrale de la divergence d’un champ vectoriel sur un volume fermé est égale au flux de ce champ sur
la surface frontiere de ce volume.

Le rond sur l'intégrale du flux indique que celui-ci est calculé sur une surface fermée, ce qui est indis-
pensable pour définir un volume intérieur.

Selon son signe, la divergence exprime la dispersion ou la concentration d’une grandeur et le théoreme
indique qu’une dispersion au sein d’un volume s’accompagne nécessairement d’un flux total équivalent
sortant de sa frontiere.

1.3.2 Enoncé du théoréme

Appliquons la formule de Green-Ostrogradski au champ électrique. 11 vient

#EMt -d8 = ///dlvEMth— // (M, t)d

Théoréme. Soit une surface fermée S, appelée surface de Gauss. Le théoréme de Gauss indique

# B(M,¢)-d8 = Qint (1)
S €o

avec Qint(t) la charge électrique, éventuellement variable, incluse dans la surface S.

Ce théoreme est une reformulation intégrale de I’équation de Maxwell-Gauss. Il n’apporte fondamen-
talemeni aucune information supplémentaire que cette équation fondamentale. En particulier, le calcul du
champ FE avec 'opérateur divergence est possible directement.

Toutefois, I’équation de Maxwell-Gauss est une loi locale. Elle est compliquée & manipuler lors de
la présence de singularités ponctuelles. Ainsi, la description du champ créé par une charge ponctuelle,
une distribution surfacique ou linéique de charge, n’est pas possible a notre niveau de mathématique. Le
théoreme de Gauss supprime ce probléme car la charge intérieure est toujours correctement définie quel
que soit le modele de distribution de charge.

Remarque : En ’absence de charges, le champ électrique est a flux conservatif, cela signifie
que son flux est nul sur n’importe quelle surface fermée est nul.

Prenons une surface construite sur un tube de champ. Par définition de celui-ci, le champ
est paralléle a la surface latérale et donc le flux latéral est nul.

Ainsi, le flux entrant dans le tube est égal au flux sortant.

Si les lignes de champs se resserrent, la surface d’entrée devient plus grande que la surface
de sortie. Nécessairement, le champs en sortie doit augmenter pour compenser la diminution
de la surface. On retrouve donc que la valeur du champ augmente lorsque les lignes de champs
se resserrent.

Choix de la surface de Gauss : Le théoréeme de Gauss est vrai quelle que soit la surface S. Ainsi,
le choix de la surface S est crucial pour appliquer ce théoreme. En effet, lorsque le champ présente un
degré suffisamment important de symétries, le calcul du flux peut se simplifier & une surface multipliée par
le module du champ. Dans ce cas, le théoréme de Gauss permet de déterminer directement le module du
champ, et donc de déduire le champ électrique.

Méthode : Pour choisir la surface de Gauss, il faut une surface pour lequel le flux est simple & calculer.
Pour cela, deux criteres essentiels sont a rechercher :

> on cherche une surface telle que le champ soit constant dessus;

> on cherche une surface dont le vecteur surface est paralléle ou orthogonal au champ.
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Le choix de la surface de Gauss & considérer est donc directement lié a 1’étude des invariances et des
symétries du champ électrique.
1.3.3 Remarque sur les calculs de potentiels

Le théoréme de Gauss est vrai en régime statique comme en régime variable. Toutefois, on rappelle que
la définition du potentiel électrostatique V n’est pas valable en régime variable.

Ainsi, si le théoreme de Gauss permet de trouver un champ électrique dans toute situation présentant
un haut degré de symétrie, le calcul du potentiel a I’aide de la formule E = — grad V n’est possible qu’en
électrostatique, lorsque les charges sont immobiles.

1.3.4 Analogie avec la gravitation

On rappelle que la force la force gravitationnelle qu'une particule 1 de masse m; exerce sur une
autre particule 2 de masse moy vaut

= mimsa _,
F Qg = —g D) u
r
avec G la constante universelle de gravitation, 7 la M;i(m;q)
distance entre les deux particules et u le vecteur X _ fG
unitaire placée sur la particule 2, dirigée selon ’axe o Ms(ma,)

reliant les deux particules et orienté a ’opposé de la
premiere particule.

On constate une analogie formelle entre la force électrostatique et la force de gravitation.

Propriété. La force gravitationnelle subie par une masse m au point M est donnée a ’aide du champ
gravitationnel 6(M) par la relation Fo = mG(M).

Les équations régissant le champ gravitationnel sont les mémes que celles régissant le champ électrosta-
tique a condition de réaliser I’équivalence formelle suivante :

- 1

6(M)<—>E(M) avec G<+— —

et m<— q|.
47T60

| Remarque : On définit un potentiel gravitationnel Vi par la relation (_}'>(M) = —grad V(M).

On peut donc formellement écrire 1’équation locale du champ
div é(M,t) = —4nGpm (M, t)

avec pm (M, t) la densité locale de masse.

On en déduit le théoréme de Gauss appliqué a la gravitation
# G(M, 1) - a8 = —4rG M (1)
S

avec Mint(t) la masse comprise a l'intérieur de la surface S.

Ainsi, tout comme le champ électrique, apres étude des symétries et des invariances de la distribution
de masse, on peut déduire les invariances et symétries du champ. Avec un choix judicieux de surface de
Gauss, on peut ensuite en déduire le champ dans le cas d’un probléme ayant un haut degré de symétrie.

2 Exemples de calcul de champ

2.1 La charge ponctuelle

Considérons une charge ponctuelle ¢ placée en O lorigine du repére. Plagons nous en coordonnées
sphériques. A priori, on a au point M le champ

E(Ma t) = ET(T79a (Pat)gr + E@(Ta 07 50725)?9 + Ecp(ra 97 (Pat)ggo .
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2.1.1 Etude des invariances et des symétries

Symeétries : Considérons un plan passant par la droite OM. Ce plan est plan de symétrie pour la distri-
bution de charge. C’est vrai pour tous les plans passant par cette droite donc le champ appartient a tous
ces plans. L’intersection de tous ces plans est la droite OM portée par le vecteur unitaire €.

Invariances : La charge est ponctuelle. La distribution de charge est invariante par ’action de toute
rotation autour du centre O. Ainsi, la norme du champ ne dépend pas des angles. De plus, la charge est
constante, le champ ne dépend donc pas du temps.

1l vient donc E(M,t) = E(r) = E(r) €.

2.1.2 Application du théoréeme de Gauss

Choix de la surface de Gauss : Le systéme a un haut degré de symétrie. Le théoreme de Gauss est
adapté. La distribution de charge est singuliére car la charge est ponctuelle. L’équation de Maxwell-Gauss
n’est pas adaptée pour calculer le champ.

Pour répondre aux criteres de la surface de Gauss, on choisit une sphere S de rayon r et de centre O
comme représentée figure 1.

Fig. 1 — La surface de Gauss dans le cas de la charge ponctuelle.

Application du théoréme : On calcule le flux de E (M,t) sur la surface de Gauss. On a

%[é E(M,t)-dS = %[éE(r)a -dSe, = #SE(r)dS.

Or, sur une spheére de rayon r, le nombre E(r) est constant et peut étre sorti de l'intégrale. Il vient
# E(M,t)-d8 = E(r) # dS = E(r)dmr?
S S

car 47r? est la surface d'une spheére de rayon .

La charge intérieure a cette surface S est simplement la charge q.

L’application du théoréme de Gauss conduit donc & E(r)4nr? = a
On conclut donc que E = 1 4 5 €, |. On retrouve naturellement le champ créé par une sphére ponc-
TEQT

tuelle.

2.2 La spheére chargée en volume

Considérons une distribution volumique sphérique de charge p(r) centrée en O telle que

sir <R
p<r>={§° :

sinon.
Placons nous en coordonnées sphériques. A priori, on a au point M le champ

E(Ma t) = ET(T,H, (Pat)gr + E@(Ta 07 307t)€9 + Ecp(ra 97 (Pat)ggo .
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2.2.1 Etude des invariances et des symétries

Symétries : Considérons un plan passant par la droite OM. Ce plan est plan de symétrie pour la distri-
bution de charge. C’est vrai pour tous les plans passant par cette droite donc le champ appartient a tous
ces plans. L’intersection de tous ces plans est la droite OM portée par le vecteur unitaire €.

Invariances : La distribution de charge est invariante par ’action de toute rotation autour du centre O.
Ainsi, le champ ne dépend pas des angles. De plus, la charge est constante, le champ ne dépend donc pas
du temps.

11 vient donc E (M,t) = E (r) = E(r)€,. La distribution sphérique posséde donc les mémes invariances
et symétries que la charge ponctuelle.
2.2.2 Application du théoreme de Gauss

Choix de la surface de Gauss : Le systéme a un haut degré de symétrie. Le théoreme de Gauss est
adapté. A nouveau, la surface de Gauss choisie est donc une sphere S de rayon r et de centre O. Celle-ci
est identique a celle représentée figure 1.

Application du théoréme : On calcule le flux de E (M, t) sur la surface de Gauss. On a

g][é E(M,t)-dS = #SE(r)a -dSe, = %[éE(r)ds.

Or, sur une spheére de rayon r, le nombre E(r) est constant et peut étre sorti de l'intégrale. Il vient

# E(M,t)-dS = E(r) # dS = B(ryam? = 9t gy = Qm
S

S 0 dmrieqg

La charge Qint dépend cette fois du rayon r. En effet, si r > R, la totalité de la distribution est englobée
dans la surface de Gauss alors que, dans le cas contraire, seule une fraction de la charge est a I'intérieur de
la surface de Gauss.

On a donc 4
5777‘3;)0 sir<R

Qint =

gﬂ'RSpo =)o sinon.
. . 4 3 e

ol on a noté Qg = §7TR po la charge totale contenue dans la distribution.

On en déduit donc en appliquant le théoréme que

r .
pi?r sir<R
380
N
E(r) =
pOR3 €, = Qo €, sinon
3r2eg | dmr2eq | '

On constate que le champ E (r) est continu en r = R, permettant ainsi la définition correcte de celui-ci.
De plus, on constate que pour r > R, on retrouve la formule du champ de la charge ponctuelle.

Propriété. Soit un distribution sphérique centrée en O de rayon R de charge totale QQg. Pour r > R, tout
se passe comme si le champ électrique était le champ d’une charge ponctuelle de charge @)y placée en O.

2.2.3 Calcul direct par I’équation de Maxwell-Gauss
L’expression de la divergence en coordonnées sphériques est

— 2 1
divE = 1 0(r Ey) n 1 0Ey N 1 O(sinbE,)

r2  or rsing 90  rsing  dp

—

Or I’étude des invariances du paragraphe précédent reste valable, on a donc E (M,t) = E (r)=E(r)e,.

- 1d(r’E
L’expression précédente de la divergence se réduit donc a div E = QW.
r r
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Application 1 : En appliquant le théoréme de Gauss sur un volume compris entre les sphéres de
rayon r et rdr, retrouver cette expression de la divergence.

A Yintérieur de la sphére : Pour r < R, équation de Maxwell-Gauss implique div E = Al soit
€0

2 2 2 3
%M _Po — d(r*E(r)) _ por N rQE(T> _ por LK
r dr €0 dr €0 350

avec K1 une constante d’intégration. Or en r = 0, cette relation doit étre vérifiée donc K; = lir% (r2E(r)).
r—

Or en r = 0, le champ possede des symétries supplémentaires. En effet, tout plan passant par O est
plan de symétrie de la distribution de charge, ce qui correspond donc a la totalité des plans de ’espace.
Pour que le champ appartienne & tous ces plans, il doit étre nul. Donc E(0) = 0 et donc Ko = 0. On en

_ por

déduit donc que E(r < R) = 3 On retrouve donc le résultat du paragraphe précédent.
€0

Remarque : Cette étape est indispensable. En effet, rien n’indique a priori que E(r) ne
peut pas diverger en 0 plus vite que r2. Dans ce cas, Ki, et donc le champ, serait infini
en 0, comme c’est le cas du champ de la sphére ponctuelle. Cette divergence n’est possible
que dans le cas de singularité qui n’ont en réalité pas d’existence physique. En effet, une
charge totalement ponctuelle n’existe pas, méme les électrons peuvent étre considérés comme
des spheres. Toutefois, a cette échelle, la physique des particules entre en jeu et il n’est pas
raisonnable de rester dans le cadre de la physique classique.

S - d(r’E
A Textérieur de la sphére : Pour » > R, on a cette fois divE = 0 soit (rd(r)) = 0 et donc
r
E(r)r? = K3 une constante.
R
Le champ électrique est continu, donc en utilisant le calcul & I'intérieur de la sphere, il vient E(R) = [;0—
€0
poR® Qo . Qo
t donc Ky = E(R)R? = = t E(r > R) = .
b done A2 (R) 30 dreg soit B(r > R) dmegr?

On retrouve donc bien le résultat du paragraphe précédent.

2.2.4 Calcul du potentiel électrostatique

La distribution de charges, et donc le champ électriqug, sont indépendants du temps. Il est donc possible
de calculer le potentiel électrique a ’aide de la formule £ = — grad V.

Comme E = E (r) €, seule la composante radiale du gradient est & considérer. Les dérivées partielles

1 dV — . ,
du potentiel des autres variables sont donc nulles. On a alors grad V = d—(r) e, et il faut donc résoudre
r

dv
E(T‘) =—E(r).

Potentiel a l’intérieur de la sphére : On a

dv 2
e Sy Por

=3

avec Vj une constante.
Potentiel a ’extérieur de la sphére : On a

av. o Qo
5(7’) =

4deqr?

avec V] une constante.
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Détermination des constantes : Le potentiel, lié a I’énergie potentielle, est toujours défini & une
constante pres représentant I'origine des potentiels. Par convention, dans le cas d’une charge ponctuelle et
donc d’une spheére chargée en volume, on prend le potentiel nul pour » — +o00. Cela implique donc V; = 0.

Ensuite, le potentiel est continu au passage r = R, on a donc

poR? Qo poR? poR?
- Vo = — — V= .
6c0 0T IreoR T 3 07 Togg

On en déduit donc, en ayant imposé le potentiel nul en I'infini,

2 2
_port  pRT e R
660 260
Vi(r) =
poR® Qo .
= sinon.
3eor dmegr

Graphes : Le champ et le potentiel sont tracés dans le graphe de la figure 2.

E(r) Vi(r)
o0 —— ‘
| ,
0 R
(a) Module du champ. (b) Potentiel (nul a I'infini).

Fig. 2 — Champ et potentiel d'une sphére uniformément chargée en volume de rayon R. On constate que le
potentiel est dérivable en tout point alors que le champ ne I'est pas (car le champ est la dérivée du potentiel).

2.2.5 Energie de constitution d’un noyau atomique

On modélise un noyau atomique par une boule uniformément chargée pg de rayon R. Par ce qui précede,
R2
on sait que le potentiel électrostatique en R vaut V(R) = P:())) .
€0
On définit I'énergie de constitution (ou énergie coulombienne) de cette sphere comme le travail qu’il
faut fournir pour la construire en prenant les charges a l'infini. On admet que cette énergie ne dépend pas
de la facon dont on construit la sphere : on la construit par couches sphériques successives.

On souhaite donc augmenter le rayon de la sphére de dR en apportant un charge dg. Pour maintenir
la densité de charge constante, il faut dg = podV avec dV = 47 R2dR le volume de la couche sphérique
ajoutée.

2 2
Par définition du potentiel, le travail & fournir vaut 0W = V(R)dqg = p?())eR 47 R2dR.
0

La construction compléte du noyau atomique suppose l'intégration de cette énergie entre R = 0 et
R = Ry le rayon effectif du noyau. 11 vient

W:/ME/%%%MMZM%/%Ww:“%%.
0 30 30 Jo 350 5

3Q?

4
En posant Qp = gngpo, il vient W = Y0meoRo’

9/19



EM 3 : Equation de Maxwell-Gauss et théoreme de Gauss Maxime Champion

2.3 Le cylindre infini chargé en volume

Considérons une distribution volumique cylindrique de charge p(r) centrée autour de 'axe Oz en telle

que
) po sir<R
plr) = { 0 sinon.

Placons nous en coordonnées cylindriques. A priori, on a au point M le champ

E(M, t) = Ep(r,0,2,t)€, + Ey(r,0,2,t) €9 + Eu(r,0,2,1) €,

2.3.1 Etude des invariances et des symétries

Symétries : Considérons le plan II; passant par le point M et contenant 'axe Oz. Il s’agit d’un plan de
symétrie pour la distribution de charge. De plus, le plan contenant M et orthogonal au cylindre Il est
aussi un plan de symétrie.

Le champ appartient & la droite & l'intersection de ces deux plans, portée par le vecteur unitaire €.
La situation est représentée figure 3.

Invariances : La distribution de charge est invariante par ’action de toute rotation autour du centre Oz.
De plus, le cylindre étant infini, la distribution est invariante par toute translation le long de 'axe Oz.
Ainsi, le champ ne dépend pas ni de 'angle 6, ni de la coordonnée z. Enfin, la charge est constante, le
champ ne dépend donc pas du temps.

Il vient donc E(M, t) = E(T’) = E(r)e,.
2.3.2 Application du théoreme de Gauss

Choix de la surface de Gauss : Le systéme a un haut degré de symétrie. Le théoreme de Gauss est
adapté. La surface de Gauss choisie est donc un cylindre C' de rayon r et d’axe de symétrie Oz et de
hauteur h. Celle-ci est représentée a celle représentée figure 4.

______ | =

................ R R ]
ds;
Fig. 3 — Plans de symétrie du cylindre infini. Fig. 4 — Surface de Gauss du cylindre infini.

Application du théoréme : On calcule le flux de E (M, t) sur la surface de Gauss. On a

%ﬁzaﬂft )-dS = 17 E(M,t)- d51+17) E(M,t)- d52+17 E(M,t)-dS; .
Surface latérale Face supérieure Face inférieure

Or E (M, t) est dirigé selon €, tandis que ng et ng sont dirigés selon +¢ .. Leur produit scalaire est
donc nul. Les faces inférieures et supérieures ne contribuent pas au flux du champ électrique. De plus
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—

E(M,t) = E(r)@, et dS; = dS; €, 1l vient alors

# E(M,t)-dS = // E(M,t)-dS; = // E(r)dS; .
S Surface latérale Surface latérale

Or, sur un cylindre de rayon r, le nombre E(r) est constant et peut étre sorti de l'intégrale. Il vient

# B(M, 1) - a8 = // B(r)dS; = E(r) // 48, = B(r)2rrh
S Surface latérale Surface latérale

car 2mrh est la surface latérale du cylindre

La charge Qins dépend a nouveau du rayon r. En effet, si r > R, tout la portion h de la distribution
est englobée dans la surface de Gauss alors que, dans le cas contraire, seule une fraction de la charge est a
Iintérieur de la surface de Gauss.

On a donc

nr2hpy sir < R

Qint =

wR?hpy  sinon.

On en déduit donc en appliquant le théoréme que

@?r sir<R
R 260
Bo=y
Po €, sinon.
2req

On constate que le champ E (r) est continu en r = R, permettant ainsi la définition correcte de celui-ci.

2.3.3 Calcul direct par I’équation de Maxwell-Gauss

L’expression de la divergence en coordonnées cylindriques est

o 10(rE,) 10E, 0OF.
dvE="—5"*"%0 %

Or I'étude des invariances du paragraphe précédent reste valable, on a donc E(M 1) = E(r) = E(r)e,.

- 1d(rFE
L’expression précédente de la divergence se réduit donc a div E = (7“d(r))
r r
A Pintérieur du cylindre : Pour r < R, 'équation de Maxwell-Gauss implique divE = 2 soit
€0
1d(rE d(rE 2
1d(rE(r)) _ po (rE(r)) _ por B = P 4 K
r dr €0 dr €0 2e0

avec K3 une constante d’intégration. Or en r = 0, cette relation doit étre vérifiée donc K3 = lirr(l) (rE(r)).
T—

Or en r = 0, le champ possede des symétries supplémentaires. En effet, tout plan passant par O et
parallele a Oz plan de symétrie de la distribution de charge. Or Il est aussi un plan de symétrie. Pour que

le champ appartienne a tous ces plans, il doit étre nul. Donc E(0) = 0 et donc K3 = 0. On en déduit donc
r
que E(r < R) = gi. On retrouve donc le résultat du paragraphe précédent.
€0

R - d(rE
A P’extérieur du cylindre : Pour r > R, on a cette fois div £ = 0 soit (rd (r)) = 0et donc E(r)r = K4
r

une constante.

R
Le champ électrique est continu, donc en utilisant le calcul a I'intérieur du cylindre, il vient E(R) = 7020
€0
R? R?
et donc Ky = E(R)R = PO oot E(r>R) = port
2¢g9 2reg

On retrouve donc bien le résultat du paragraphe précédent.
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2.3.4 Calcul du potentiel électrostatique

La distribution de charges, et donc le champ électriqu_e)7 sont indépendants du temps. Il est donc possible
de calculer le potentiel électrique a 'aide de la formule £ = — grad V.

Comme E = E (r) €, seule la composante radiale du gradient est & considérer. Les dérivées partielles

— davi . .
du potentiel des autres variables sont donc nulles. On a alors grad V = d—(r) e, et il faut donc résoudre
r

dv
E(T) = —E(r).

Potentiel a l’intérieur du cylindre : On a

Vo=t = vi=-2C14y,
avec V5 une constante.
Potentiel a ’extérieur du cylindre : On a
av poRR? poR% 1
E(T)Z_Q'Ifo = V(r)=— 200 1 E+V3

r . ;. . . . . ;N
avec V3 une constante. On prend — dans le logarithme pour éviter d’avoir une fonction dimensionnée a

Iintérieur de celui-ci. Ce choix n’influence en rien la formule car, quitte a choisir une constante V3 différente,
on peut toujours se ramener a ce choix

Détermination des constantes : Le potentiel, lié a 1’énergie potentielle, est toujours défini a une
constante pres représentant ’origine des potentiels. On constate que le potentiel diverge en +00. On choisit
alors de prendre le potentiel nul en 0 soit Vo = 0.

Ensuite, le potentiel est continu au passage r = R, on a donc

R? R? R?
__Po __Po Inl+ Vi — Vg,:—'oo
450 280 460
ol on a utilisé In1 = 0.
On en déduit donc, en ayant imposé le potentiel nul en r = 0,
2
_por sir<R

450

V(r) =

2
—ngRo (2 In (;) + 1) sinon.

Graphes : Le champ et le potentiel sont tracés dans le graphe de la figure 5.

3 Le condensateur plan

3.1 Le plan infini chargé en surface

Considérons un plan infiniment fin chargé en surface par la densité surfacique de charge . On se place
en coordonnées cartésienne, le plan Oy étant confondu avec le plan chargé.

3.1.1 Etude des invariances et des symétries

Symétries : Considérons n’importe quel plan orthogonal a la distribution de charge. Ce plan est plan de
symétrie pour la distribution de charge. L’intersection de tous ces plans est ’axe Oz portée par le vecteur
unitaire €.
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E(r) V(r)
0 R
T T
E(R) t--------- ‘ |
} V(R) - 1
| .
0 R
(a) Module du champ. (b) Potentiel (nul en r = 0).

Fig. 5 — Champ et potentiel d'un cylindre infini chargé en volume de rayon R. On constate que le potentiel est
dérivable en tout point alors que le champ ne I'est pas (car le champ est la dérivée du potentiel).

Invariances : Le plan est infini. La distribution de charge est invariante par toute translation selon Ox
ou selon Oy. De plus, la charge est constante, le champ ne dépend donc pas du temps. Il vient

1l vient donc E(M,t) = E(2) = E(2)%..

De plus, le plan de charge est lui méme un plan de symétrie pour la distribution. Ainsi, une inversion
de l’agg €. laisgg le systéme inchangé. Le champ électrique doit donc aussi respecter cette symétrie. On a
donc E(z) = —E(—=z) soit E(z) = —E(—z).

Les symétries sont représentées figure 6.

3.1.2 Application du théoreme de Gauss

Choix de la surface de Gauss : Le systéme a un haut degré de symétrie. Le théoreme de Gauss est
adapté. La distribution de charge est singuliére car le plan est infiniment fin. L’équation de Maxwell-Gauss
n’est pas adaptée pour calculer le champ.

La surface de Gauss choisie est donc un cylindre C' de rayon r et d’axe de symétrie Oz et de hauteur
2z. Celle-ci est représentée a celle représentée figure 7.

AR AR

dSs
e i
— ) — )

—Z -
B =B +
dSs

Fig. 6 — Symétries du plan infini. Fig. 7 — Surface de Gauss du plan infini.

Application du théoréme : On calcule le flux de E (M,t) sur la surface de Gauss. On a

#E(M,t).d_s’_// E(M,t).ﬁ’+// E)(M,t)-d—Sg)—i—// E(M,t)-dS; .
S Surface latérale Face supérieure Face inférieure
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orE (M, t) est dirigé selon €, tandis que CE est dirigé selon €. LS}H produit scalaire est donc nul. La
face latérale ne contribue pas au flux du champ électrique. De plus E(M,t) = E(2)€,, dSy = dS> €, et
dS3 = —dSs¢,. 1l vient alors

#E(M,t)-ag’:// E’(M,t)-d—Sg)Jr// E(M,t)-dSs ;
S Face supérieure Face inférieure

= // E(2)dS + // (—E(—%))dSs .
Face supérieure Face inférieure

Or, sur un disque de hauteur z ou —z, le nombre E(z) est constant et peut étre sorti de I'intégrale. Il vient

# E(M,t)-dS = E(z) // dSy — E(—2) // 483 = (E(2) — E(=2))S
S Face supérieure Face inférieure

ou S est la surface transverse du cylindre.

On utilise maintenant la propriété d’imparité FE(z) = —E(—z) issue de I’étude des symétries, il vient
au final

# E(M,t)-dS = 2E(2)S .
S

Par définition de la densité surfacique de charge, on a charge Qi = 5.

On en déduit donc en appliquant le théoreme que

g
—7¢, siz>0
N 280
E(z) =
g .
——— €, slnon.
280

On constate que le champ est discontinu, conséquence de la distribution singuliere de charge. Si on
remplace la surface en une plaque d’épaisseur non nulle chargée uniformément en volume, la continuité du
champ est rétablie.

3.1.3 Calcul du potentiel électrique

La distribution de charges, et donc le champ électriqug, sont indépendants du temps. Il est donc possible
de calculer le potentiel électrique a ’aide de la formule £ = — grad V.

Comme E = E(z) €., seule la composante z du gradient est & considérer. Les dérivées partielles du

potentiel des autres variables sont donc nulles. On a alors grad V = i—v(z) € et il faut donc résoudre
z

dv

a(z) =—E(z).

La fonction E étant constante par morceau, il vient directement

— 2 4V, siz>0
280

V(z) =

g .
—z+ V5 sinon.
260

avec Vy et Vi des constantes. Comme ce potentiel diverge a l'infini, on prend l’origine des potentiels en
z = 0. Il vient alors V; = V5 = 0 et donc

g .
——2z siz>0
260
vE =y
—Z sinon.
260
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Graphes : Le champ et le potentiel sont tracés dans le graphe de la figure 8.

E(2) V(z)
0
o z
260 |
z
0
) o
1 260
(a) Coordonnée E(z) du champ. E(0) est nul par imparité. (b) Potentiel (nul en z = 0).

Fig. 8 — Champ et potentiel d’un plan infini chargé en surface. On constate que le potentiel est continu en tout
point alors que le champ ne |'est pas. Comme le champ est la dérivée du potentiel, celui-ci est non dérivable en
z=0.

3.2 Le condensateur plan

3.2.1 Différence de potentiel entre deux plans infinis chargés

Considérons deux plans infinis paralléles chargés en surface séparés de la distance e représenté figure 9.
Un plan est chargé avec une densité surfacique o et 'autre avec —o de sorte que la charge totale du systéeme
est nulle.

o -0
E; E; E,
0
. > T
—e/2 e/2
E- E_ E_

Fig. 9 — Un condensateur plan constitué de deux plans infinis. Les champs créés par chacun des plans séparément
o

sont représentés. La norme de tous ces champs est identique et vaut 2
€0

Comme c’est représenté figure 9, chaque plan infini rayonne un champ électrostatique étudié dans la
partie précédente, il vient donc

g g

- %E’;p siz>—e/2 . —2—602’1 siz>e/2
Ei(z) = ; @)=y

Par principe de superposition, on en déduit le champ total E (x) = E: (x) + B (x), soit

T2, s lz| < e/2
£
E_(z)={ °

r=d .
0 sinon.
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De méme, par un calcul direct en calculant la circulant de ce champ ou en réutilisant les potentiels de
la partie précédente, on en déduit

—e/2
U:VFJL:VCF)_VC):_/ LT
2 2 /2 €0 €0

3.2.2 Modéle du condensateur plan

Un condensateur plan est constitué de deux armatures de surface S, I'une chargé positivement +Q) et
I’autre négativement —Q.

Pour calculer le champ entre les deux armatures, on suppose qu’elles sont suffisamment proches pour
qu’il soit possible de négliger les effets de bords des plaques. Ainsi, on suppose que le modele précédent de
deux plaques infinies décrit un condensateur réel. Dans ce cas, on a 0 = Q)/S.

Remarque : Cette approximation qui semble trés forte permet d’obtenir un résultat assez
proche de la réalité. En effet, les lignes de champs du condensateur réel ne sont pas rectilignes,
mais elles vont quasiment toutes de la plaque chargée positivement vers la plaque chargée
négativement. Ce résultat pratique central permet de retrouver un résultat trés proche du
résultat du modéle proposé.

Dans le cadre du modéle du condensateur plan, la différence de potentiel U = V. — V_ entre 'armature
e

chargée positivement et 'armature chargée négativement vaut U = @
€0

Définition. Soient deux armatures conductrices, 'une chargée par +@Q et 'autre chargée par —Q. Si les
lignes de champs électriques issues de I'armature chargée positivement se terminent toutes sur I’armature
chargée négativement, un condensateur se forme. On définit la capacité du condensateur C ainsi formé
par la relation

_Q
C_U>0

avec U =V, — V_ la différence de potentiel entre les armatures.

Cette définition est vérifiée quelle que soit la géométrie du systeme. Elle permet aussi de justifier avec la
formule d’électrocinétique ¢ = CU vue en premiere année.

i 505
€

Propriété. Pour le modéle du condensateur plan, on trouve | C avec S la surface des armatures

et e I’écart entre elles.

3.2.3 Les condensateurs réels

On admet la propriété suivante.

Propriété. En présence d’un diélectrique, il faut remplacer ¢ par gge, avec €, la permittivité relative du

diélectrique.

€105
La capacité du condensateur plan devient alors C' = — 02,
e

Le but pratique en électrocinétique est d’obtenir la capacité la plus grande possible, pouvant supporter
la différence de potentiel la plus élevée possible, tout en occupant le volume minimal.

On doit donc augmenter S (mais on est limité par 'encombrement) et diminuer 1’épaisseur e. Dans ce
dernier cas, on est limité par I'apparition d’étincelles lorsque le champ entre les armatures devient trop
intense ; ces étincelles peuvent endommager définitivement le condensateur (on parle de claquage). Pour
un condensateur donné, il y a donc une valeur maximale de différence de potentiel que I'on ne doit pas
dépasser.

Propriété. Pour lair, le champ maximal avant claquage, appelé champ disruptif, vaut 32kV /cm. ‘

L’utilisation d’un diélectrique permet d’augmenter notablement la capacité. Un bon diélectrique doit
avoir ne constante €, élevée, étre un bon isolant et, dans le cas d’un régime variable (ce qui est la majorité
des cas d’utilisations) se polariser rapidement.
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Pour lair, on a &, ~ 1, pour la papier ¢, ~ 2 (champ disruptif & ~ 70kV /cm) et pour le mica ¢, ~ 7
(champ disruptif & ~ 140kV/cm).

4 Les équations de Poisson et de Laplace

Plagons nous en électrostatique, les charges et distributions de charges sont fixes. Dans ce cas, le
potentiel électrique est défini par la relation E(M) = —grad V(M).

N
On souhaite trouver une équation sur le potentiel V sans faire intervenir le champ E. Pour cela, utilisons
I’équation de Maxwell-Gauss, on a

élzmvﬁzdw@gmdv»:—dw@mdvy
0

En coordonnées cartésiennes, la divergence d’un gradient se calcule simplement

di (E’V)—di ((’Wg +8lg +6V?>_a2v+a2v+a2v
Vié —W\ar ©® oy Y 0z ~ ox2  oy? 022

Définition. On définit I'opérateur laplacien scalaire qui, appliqué a une fonction scalaire, est défini par

Af(M) = div(grad (f(M)))].

En coordonnées cartésiennes, le laplacien s’écrit

2 2 2
= o+ P an+ o).

AF(M) = G5 (M) + S5 () + 5

En appliquant cette définition, il vient les équations vérifiées par le potentiel V (M).

Propriété. Le potentiel électrique V' en un point M de ’espace créé par une distribution statique de
charge p est défini par I’équation de Poisson

p(M)
€0

AV (M) + =0|.

Dans une région vide de charge, cette équation devient I’équation de Laplace

AV (M) =0].

L’équation de Poisson se retrouve dans différents domaines de la physique, notamment dans les domaines
ondulatoires.

Application 2 : Le laplacien en coordonnées sphériques est donné par

_ 10 (,0f 19 /. 8f> 1 9*f
Af_ﬂ@r (T 8r> +T25in080 (Smeae +T‘281H98g02.

Retrouver grace a cela I'expression du potentiel électrostatique créé par une sphére chargée en volume
défini au paragraphe 2.2.

Application 3 : Le laplacien en coordonnées cylindriques est donné par

10 /0 1 02 0?

ar= 12 (Y, LB
ror \' Or r2 002 022

Retrouver grace a cela I'expression du potentiel électrostatique créé par un cylindre infini chargé en

volume défini au paragraphe 2.3.
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5 Annexe : rappel sur les coordonnées sphériques
En plus du référentiel cylindriques, on introduit la distance r = OM, l'angle orienté ¢ € [0, 27] entre
(Ox) et (OH) et I'angle orienté 6 € [0, 7] entre (Oz) et (OM).
On introduit trois vecteurs unitaires :
oM
- oM
o le vecteur €y orthogonal a €,, dans le plan (OM H) et dirigé dans le sens des 6 croissants
o le vecteur €, correspondant au vecteur €y des coordonnées cylindriques

e le vecteur €, définit par e, =

é & & Attention ! Les notations pour 7, 8, €y et €, sont les mémes que pour le repére cylindrique mais
ne correspondent pas a la méme chose.

z
A
€
M
0 N
<
O I
— — Y
~ o | e(p
¥ H/

Fig. 10 — Les coordonnées sphériques.

—
Dans ce cas, le vecteur position est simplement défini par |OM = r¢€, |.

Les vecteurs (€, €g, €,) forment une base orthonormée directe et (r,6,¢) sont les coordonnées
sphériques.

On peut manipuler ces coordonnées a ’aide de 'animation [2].

Remarque : On considére un point M a la surface de la Terre. L’angle ¢ est nommé longitude
et angle A = |7/2 — 0| est nommé latitude.

¢ = 0 correspond au méridien de Greenwich (qui passe en France) et A = 0 correspond a
I’équateur. La donnée de ces deux angles constituent les coordonnées GPS.

Par exemple, la ville de Moscou (Russie) est située a 55° NORD et 37° EST (ce qui signifie
que A = 55° 0 = 35°et ¢ = 37°) alors que la ville de Rio de Janeiro (Brésil) est située & 23°SU D
et 43°OUEST (ce qui signifie que A = 23°, @ = 113° et ¢ = —43°). On précise NORD/SUD et
EST/OUEST pour savoir de quel coté de I'équateur et du méridien de Greenwich on se trouve.

nord

2 ouest <—}> est
Paralléle NORD

Meéridien EST
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